
VJEŽBE IZ 
MATEMATIKE 2 
 
Ivana Baranović 
Miroslav Jerković 
 
Lekcija 9 
Lokalni ekstremi funkcije više 
varijabla 
 



Poglavlje 1

Lokalni ekstremi funkcije vi²e

varijabla

De�nicija 1.0.1 Za funkciju f dviju varijabli kaºemo da ima lokalni maksi-

mum u to£ki (x0, y0) ako postoji okolina te to£ke takva da za sve (x, y) iz te

okoline vrijedi f(x0, y0) ≥ f(x, y). Kaºemo da f ima u to£ki (x0, y0) globalni

maksimum ako je f(x0, y0) ≥ f(x, y) za sve to£ke (x, y) iz domene funkcije f .

Za funkciju f dviju varijabli kaºemo da ima lokalni minimum u to£ki (x0, y0)
ako postoji okolina te to£ke takva da za sve (x, y) iz te okoline vrijedi f(x0, y0) ≤
f(x, y). Kaºemo da f ima u to£ki (x0, y0) globalni minimum ako je f(x0, y0) ≤
f(x, y) za sve to£ke (x, y) iz domene funkcije f .

Lokalne minimume i maksimume funkcije f zovemo lokalni ekstremi funkcije

f , dok globalni minimum i maksimum funkcije f zovemo globalni ekstremi

funkcije f .

Ispitivanje lokalnih i globalnih ekstrema zadane funkcije jedan je od osnovnih
zadataka u matemati£koj analizi. Kod funkcija dviju varijabli taj je postupak
ne²to sloºeniji nego kod funkcija jedne varijable i moºe se podijeliti u dva dijela.
Najprije dajemo tzv. nuºan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema: ako
funkcija f ima lokalni ekstrem u to£ki (x0, y0) i ako parcijalne derivacije prvog
reda u toj to£ki postoje, onda mora vrijediti

fx(x0, y0) = 0
fy(x0, y0) = 0

Napomena:

Nuºni uvjet za postojanje lokalnog ekstrema u praksi ¢emo £itati "unatra²ke":
da bismo na²li sve to£ke u kojima se s obzirom na gornji kriterij uop¢e moºe
posti¢i lokalni ekstrem, moramo rije²iti sustav jednadºbi fx(x, y) = fy(x, y) = 0.
To£ke koje zadovoljavaju ovaj sustav shva¢amo kao kandidate me�u kojima ¢emo
potom traºiti lokalne ekstreme.
Nakon ²to prona�emo sve to£ke-kandidate, prelazimo na utvr�ivanje koje od na-
vedenih to£aka predstavljaju lokalni minimum ili maksimum. Da bismo to utvr-
dili, potrebno je izra£unati vrijednosti drugih parcijalnih derivacija u to£kama-
kandidatima.
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Za svaku pojedinu to£ku (x0, y0), kandidata za lokalni ekstrem, ozna£imo:
A := fxx(x0, y0), B := fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0), C := fyy(x0, y0).

Dalje, ozna£imo ∆ := AC −B2

Vrijedi sljede¢e pravilo:
Ako za to£ku (x0, y0) kandidata za lokalni ekstrem (to£ka zadovoljava nuºan
uvjet) vrijedi:

(1) ∆ > 0, onda se u (x0, y0) postiºe lokalni ekstrem i to:

(a) lokalni maksimum ako je A < 0

(b) lokalni minimum ako je A > 0

(2) ∆ < 0, onda f ne postiºe ekstrem u (x0, y0), ve¢ je (x0, y0) tzv. sedlasta
to£ka

(3) ∆ = 0, onda ne moºemo izvu¢i nikakav zaklju£ak o tome ima li f u to£ki
(x0, y0) lokalni ekstrem ili ne.

Napomena:

Slu£aj (2) govori ne²to vi²e od same £injenice da u ispitivanoj to£ki funkcija
ne postiºe lokalni ekstrem. Naime, ako vrijedi ∆ < 0 u nekoj to£ki-kandidatu
za lokalni ekstrem (x0, y0), onda u toj to£ki funkcija f ima tzv. sedlo, ²to je
ekvivalent pojmu stacionarne to£ke kod funkcije jedne varijable. Naziv "sedlo"
u ovom slu£aju dobro do£arava izgled plohe funkcije f u okolini to£ke sedla.
Dalje, komentirajmo ukratko porijeklo veli£ine ∆. Vrijednosti parcijalnih deri-
vacija u to£ki (x0, y0) mogu se organizirati u sljede¢u matricu:

H :=
(

fxx(x0, y0) fyx(x0, y0)
fxy(x0, y0) fyy(x0, y0)

)
=

(
A B
B C

)
,

pa vidimo da je ∆ = det
(

A B
B C

)
, dakle upravo determinanta gornje matrice

koju zovemo Hesseova matrica. Primijetimo da je fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0)
prema Schwarzovom teoremu, pa stoga na sporednoj dijagonali u Hesseovoj
matrici imamo jednake vrijednosti koje u ∆ £ine faktor B2.

Primjer 1 Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x, y) = 4xy − x4 − y4.
Rje²enje:

Najprije nalazimo prve parcijalne derivacije i rje²avamo sustav fx(x, y) = fy(x, y) =
0:

fx(x, y) = 4y − 4x3 = 0
fy(x, y) = 4x− 4y3 = 0.

Imamo y = x3, x = y3. Uvr²tanjem y = x3 u drugu jednadºbu dobivao x = x9,
²to faktoriziranjem postaje

x(x8 − 1) = 0
x(x4 − 1)(x4 + 1) = 0
x(x2 − 1)(x2 + 1)(x4 + 1) = 0
x(x− 1)(x + 1)(x2 + 1)(x4 + 1) = 0
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Zadnja dva faktora ne mogu biti jednaka nuli za realan x, pa nam ostaju tri
rje²enja: x1 = 0, x2 = 1, x3 = −1. Iz y = x3 dobivamo y1 = 0, y2 = 1, y3 = −1,
pa ukupno imamo tri to£ke kandidata za ekstrem: (0, 0), (1, 1) i (−1,−1).
Za svaku od ovih to£aka provodimo proceduru utvr�ivanja koja od njih pred-
stavlja lokalni ekstrem. Da bismo to izra£unali, na�imo najprije druge parcijalne
derivacije funkcije f :

fxx(x, y) = −12x2

fxy(x, y) = fyx(x, y) = 4
fyy(x, y) = −12y2.

Uvr²tavanjem vrijednosti x i y koordinata u ove izraze dobivat ¢emo za pojedine
to£ke-kandidate vrijednosti za A, B i C, redom.
Ra£unamo:

(a) to£ka (0, 0):
A = fxx(0, 0) = 0, B = fxy(0, 0) = 4, C = fyy(0, 0) = 0,
pa je ∆ = AC −B2 = −16 < 0. Dakle, radi se o sedlastoj to£ki.

(b) to£ka (1, 1):
A = fxx(1, 1) = −12, B = fxy(1, 1) = 4, C = fyy(1, 1) = −12,
pa je ∆ = AC −B2 = 128 > 0. Dakle, u (1, 1) postiºe se lokalni ekstrem,
i to maksimum, jer je A = −12 < 0. Vrijednost lokalnog maksimuma u
to£ki (1, 1) iznosi f(1, 1) = 2.

(c) to£ka (−1,−1):
A = fxx(−1,−1) = −12, B = fxy(−1,−1) = 4, C = fyy(−1,−1) = −12,
pa je opet ∆ = 128 > 0 i radi se o to£ki lokalnog maksimuma jer je
A = −12 < 0. Vrijednost lokalnog maksimuma u to£ki (−1,−1) opet
iznosi f(−1,−1) = 2.

Primjer 2 Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x, y) = y sinx.
Rje²enje:

Nuºan uvjet za lokalne ekstreme daje sustav jednadºbi:

fx(x, y) = y cos x = 0
fy(x, y) = sin x = 0.

Iz druge jednadºbe slijedi x = kπ, k ∈ Z. Uvr²tavanjem u prvu jednadºbu
imamo za cos x vrijednost 1 ((za parne k) ili -1 (za neparne k), odakle nuºno
slijedi da je y = 0. Dakle, dobili smo beskona£no mnogo to£aka kandidata za
ekstrem oblika (kπ, 0), k ∈ Z.
Ra£unamo sada parcijalne derivacije drugog reda:

fxx(x, y) = −y sinx

fxy(x, y) = fyx(x, y) = cos x

fyy(x, y) = 0.

Imamo dvije mogu¢nosti, ovisno o tome je li k paran ili neparan:
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(a) k paran, tj. k = 2l za l ∈ Z:
A = fxx(2lπ, 0) = 0, B = fxy(2lπ, 0) = cos(2lπ) = 1, C = fyy(2lπ, 0) = 0,
pa je ∆ = AC−B2 = 0−12 = −1 < 0, ²to zna£i da se su (kπ, 0), k paran,
sedlaste to£ke

(b) k neparan, tj. k = 2l + 1 za l ∈ Z: sli£no kao gore, imamo:
A = fxx((2l + 1)π, 0) = 0, B = fxy((2l + 1)π, 0) = cos((2l + 1)π) = −1,
C = fyy((2l + 1)π, 0) = 0, pa je ∆ = AC −B2 = 0− (−1)2 = −1 < 0, pa
i u (kπ, 0), k paran, imamo sedlo.

Kona£no, vidimo da ova funkcija nema niti jednu to£ku u svojoj domeni u kojoj
se postiºe lokalni ekstrem, ve¢ samo beskona£no mnogo sedlastih to£aka (i sve
su one oblika (kπ, 0) za k ∈ Z.

Zadatak 3 Odredite lokalne ekstreme funkcije:

(1) f(x, y) = 3x2 − 2xy + y2 − 8y

(2) f(x, y) = x3 − 3xy − y3

(3) f(x, y) = y2 + xy + 3y + 2x + 3

(4) f(x, y) = xy − x3 − y2

(5) f(x, y) = x2 + y2 + 2
xy

(6) f(x, y) = x3 + y3 − 3x− 3y

(7) f(x, y) = x2 + y − ey

(8) f(x, y) = xey

(9) f(x, y) = ex sin y

(10) f(x, y) = y
√

x− y2 − x + 6y.

Ne²to druga£ije postupamo ako je funkcija zadana implicitno (u osnovi samo
stoga ²to je formula za nalaºenje parcijalnih derivacija prvog reda u tom slu£aju
de�nirana druga£ije − vidjeti vjeºbe vezane uz 7. lekciju!).

Primjer 4 Odredite lokalne ekstreme funkcije z = z(x, y) zadane implicitno s
x2 + 2y2 + xz + z2 − 3 = 0.

Rje²enje:

De�niramo F (x, y, z) := x2 + 2y2 + xz + z2 − 3 i ra£unamo:
Fx(x, y, z) = 2x + z

Fy(x, y, z) = 4y

Fz(x, y, z) = x + 2z.
Stoga je zx(x, y) = − 2x+z

x+2z , a zy(x, y) = − 4y
x+2z . Da bismo na²li kandidate

za lokalne ekstreme, moramo rije²iti sustav zx(x, y) = zy(x, y) = 0, tj. 2x +
z = 0 = 4y. Dobivamo y = 0 i z = −2x, ²to uvr²tanjem u jednadºbu plohe
x2 + 2y2 + xz + z2 − 3 = 0 daje x2 = 1, tj. x1 = 1 ili x2 = −1, pa je z1 = −2,
z2 = 2. Imamo dvije to£ke koje su kandidati za ekstrem: (1, 0) i (−1, 0).
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Izra£unajmo sada druge parcijalne derivacije:

zxx(x, y) = − (2+zx)(x+2z)−(2x+z)(1+2zx)
(x+2z)2

zyx(x, y) = − zy(x+2z)−(2x+z)·2zy

(x+2z)2 = zxy(x, y)

zyy(x, y) = − 4·(x+2z)−4y·2zy

(x+2z)2 .

Sada ra£unamo za svaku od dvije to£ke-kandidata radi li se o lokalnom ekstremu.
Pritom ¢emo koristiti £injenicu da je zx(1, 0) = zy(1, 0) = 0 i zx(−1, 0) =
zy(−1, 0) = 0 (to£ke-kandidati zadovoljavaju nuºan uvjet za ekstrem):

(a) to£ka (1, 0) (z = −2): A = zxx(1, 0) = 2
3 , B = zxy(1, 0) = 0, C =

zyy(1, 0) = 4
3 , pa je ∆ = AC −B2 = 2

3 ·
4
3 = 8

9 > 0 i u to£ki (1, 0) funkcija
z(x, y) postiºe lokalni ekstrem. Kako je A = 2

3 > 0, radi se lokalnom
minimumu koji iznosi z = −2.

(b) to£ka (−1, 0, 2) (z = 2): A = zxx(−1, 0) = − 2
3 , B = zxy(−1, 0) = 0,

C = zyy(−1, 0) = − 4
3 , pa je ∆ = AC − B2 = 8

9 > 0 i u to£ki (−1, 0)
funkcija z(x, y) postiºe lokalni ekstrem. S obzirom da je A = − 2

3 < 0, radi
se o lokalnom maksimumu koji iznosi z = 2.

Zadatak 5 Odredite lokalne ekstreme funkcije z = z(x, y) zadane implicitno:

(1) x2 + 2x + y2 + z2 − z = 0

(2) x2 + y2 + z2 − 2x− z − 1 = 0

(3) z3 − 3z(x2 + y2)− 27 = 0

(4) xz2 + x2 + 2x + y2 + 4 = 0

(5) xyz + x3 + y3 + z3 − 28 = 0

(6) z2 + 2z + x2 + 2x− y2 + 1 = 0

(7) z2 + xz + x2 + y2 + 2y − 2 = 0.

�esto se pojavljuju problemski zadaci u kojima je potrebno najprije konstruirati
funkciju dviju varijabli, a potom izra£unati ekstreme.

Primjer 6 Od svih kvadara obujma 27 na�ite onaj koji ima najmanje oplo²je.
Rje²enje: Oplo²je kvadra je op¢enito funkcija triju varijabli: ako s a, b i c

ozna£imo duljine stranica kvadra, onda je oplo²je O = 2(ab + ac + bc), dok je
volumen V = abc i iznosi 27. Sada iz abc = 27 imamo c = 27

ab , ²to uvr²tavanjem
u izraz za oplo²je daje

O = 2(ab + (a + b)c) = 2(ab + (a + b) · 27
ab ) = 2(ab + 27

a + 27
b ).

De�nirajmo funkciju f(a, b) := ab + 27
a + 27

b . O£ito ¢e to£ke lokalnih minimuma
ove funkcije davati i najmanje vrijednosti oplo²ja, jer je O(a, b) = 2f(a, b). Stoga
najprije nalazimo kandidate za ekstrem rje²avaju¢i sustav fa(a, b) = 0 = fb(a, b).
Imamo

fa(a, b) = b− 27
a2 = 0 ⇒ a2b = 27 i zbog simetri£nosti funkcije ab2 = 27.

Dijeljenjem ove dviju jednadºbi dobivamo a2b
ab2 = 1, tj. a = b, pa uvr²tavanjem u

prvu jednadºbu imamo a3 = 27 ⇒ a = 3 ⇒ b = 3 ⇒ c = 27
3·3 = 3. S obzirom da
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je (3, 3) jedina to£ka kandidat za lokalni ekstrem, o£ito je da je rje²enje zadatka
kvadar sa sve tri stranice duljine 3, dakle kocka. Minimalni obujam iznosi 54.
Uvjerite se da se za to£ku (3, 3) doista radi o lokalnom minimumu funkcije f !

Zadatak 7 Me�u svim kvadrima oplo²ja 2 odredite onaj koji ima najve¢i
obujam.

Zadatak 8 Na plohi x2 − y2 − z2 = 0 na�ite to£ku najbliºu to£ki T (0, 1, 4).

Zadatak 9 Na elipsoidu x2 + y2 + 4z2 = 16 odredite to£ku najbliºu ravnini
x + y + 2z = 12.

Zadatak 10 U ravnini na�ite to£ku sa svojstvom da je zbroj kvadrata udalje-
nosti od pravaca x = 0, y = 0, x− y + 1 = 0 najmanji.

Zadatak 11 Kroz to£ku T (3, 2, 1) poloºite ravninu koja s koordinatnim ravni-
nama zatvara piramidu najmanjeg obujma.

Zadatak 12 U polukuglu radijusa R upi²ite paralelepiped maksimalnog obujma
kojem jedna strana leºi u bazi polukugle.

Zadatak 13 U dio kugle x2 + y2 + z2 ≤ 16 koji se nalazi u prvom oktantu,
upi²ite kvadar maksimalnog obujma tako da mu tri strane leºe u koordinatnim
ravninama.

Zadatak 14 U tetraedar odre�en to£kama O(0, 0, 0), A(1, 0, 0), B(0, 2, 0),
C(0, 0, 3) upi²ite kvadar maksimalnog obujma tako da mu jedan brid leºi na
z−osi.
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